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Eine weitere Berechnung des Grundzustands des Wasserstoffmolekiils

Von Berxzarp KockiL

Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Universitdt Leipzig
(Z. Naturforschg. 11 a, 736—751 [1956] ; eingegangen am 16. Juli 1956)

Der Grundzustand des Wasserstofimolekiils wird nach dem Variationsverfahren fiir eine fiinf-
konstantige Zustandsfunktion berechnet [GIn. (1) bis (4)]. Die Bindungsenergie wird als Funktion
des Kernabstands R im Bereich 1 < R < 2 Bourscher Radien bestimmt. (Der Bereich R > 2 soll
in einer weiteren Arbeit (G. Biess) untersucht werden.) Die stirkste Bindung ergibt sich beim

Kernabstand R=1,42 zu 0,157 DRy=4,265 eV.

1. Der Ansatz fiir die Zustandsfunktion oder durch
v ) (1) = k%e—kr AL
Die Tafeln von Korani, Amemiva und Simosk! Yo = :
T : Va
ermoglichen es, die Berechnungen des Grundzustands B
des Wasserstoffmolekiils, welche mit aus Linearkom- Yea(l) = '1’/, e "N ry1cos Paq, (4)
e ) . . 7
binationen von nichtabgeschirmten oder abgeschirm- s
ten Wasserstoffatomfunktionen aufgebauten Zustands- wea (1) = - e Frarsin 9aq
a

funktionen arbeiten, einen Schritt weiter zu treiben.
Die Zustandsfunktion wird also angesetzt als

Y = Zam Y= % Yo T+ i Yy r Ao 7~/'g+ac Ye + Os YWs
m (1)

wobei

Yo = i; (woa (1) wop (2) + o (1) woa(2)),
Wi = 52 (oa (1) woa (2) +ves (1) wos(2)) s

wg=2;—2 (oa (1) e (2) +wos(1) wea(2)  (2)
+ea (1) wop(2) +vwen (1) woa(2)),

Yo = ]}5 (U’c.\(l) YeB (2) +1//'QB(]-) 1/"'(1:\(2) )s

s = Vlz cos ¢y — @s) (wsa (1) Ysp(2)
+WSB(1) ws:\(z))

ist, und die hier auftretenden Funktionen v, v.,
s entweder durch
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i {1} == SR
woa (1) =
wea (1) = l/l e "M rycos Vg, (3)
4

wea (1) = L e=raryysin 9y
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1 M. Koraxi, A. Amemiva u. T. Simosk, Proc. Phys.-Math. Soc.

Japan 20, Extra-Nr.1 [1938]; 22, Extra-Nr.1 [1940].

gegeben sind. Abb. 1 zeigt die Bedeutung der hier
aufgetretenen Bezeichnungen. A und B kennzeichnen
also die beiden Kerne, 1 und 2 sind Elektronennum-
mern. Lingeneinheit ist in (3) und (4) der Radius
der ersten Bonrschen Bahn des Wasserstoffatoms.
Die Schreibweisen (3) und (4) unterscheiden sich
dadurch, dafl in (4) eine ,,Abschirmungskonstante*
k auftritt, die in (3) fehlt (bzw.=1 gesetzt ist).

Abb. 1. Bezeichnungen.

Der einzuschlagende Rechengang ist klar. Man
hat zunichst den Mittelwert £ der Gesamtenergie zu
bilden, der sich als Funktion des Kernabstands? R
bei nichtabgeschirmten Atomfunktionen zu

_\:Eam an Hmn (R)

E(R) - gil‘_am an Nmn (R) ’ (5)
mn

bei abgeschirmten Atomfunktionen zu
ZE QAm An (k Pmn (k R) +k2 Kmn (k R))

E(R)= mn (6)
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2 Der Kernabstand R wird festgehalten!
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ergibt. Die hier auftretenden Summen sind wie in
(1) dber die fiinf Indizes 0, i, g, ¢, s zu erstrecken.
Die GroBlen H,,,, Py,, K., N, sind der Reihe
nach Matrixelemente der Gesamtenergie, d.h. des
Hawmrron-Operators, der gesamten potentiellen

Normierung:
Wechselwirkung Kerne — Elektronen:

Wechselwirkung der Elektronen:

1

.R NIIIIZ - ]

Wechselwirkung der Kerne:
Gesamte potentielle Energie:
Kinetische Energie:

Gesamtenergie:

Wie die Formeln (7) zeigen, soll auch die Energie
in atomaren Einheiten, d.h. in Doppel-Rydberg
(DRy) angegeben werden.

Nach Berechnung dieser Matrixelemente erweist
sich der Mittelwert der Energie nach (5) oder (6)
als

E(R;ao’aiaa;:aak"as)

E(R;k9a05aisagsa(‘*as)’ (8)

bzw.

d. h. als Funktion des Kernabstandes, der Koeffi-
zienten a und, wenn sie auftritt, der Abschirmungs-
konstanten k. Das Ziel ist nun, die Energie als
Funktion von R anzugeben, also ist (8) fiir einige
feste Werte von R auszuwerten. Einer der Koeffi-
zienten a ist, da in (1) ein Faktor frei bleibt, will-
kirlich wahlbar; o, wird deshalb =1 gesetzt. Fiir
einen festen Wert von R wird also schlieBlich E eine
Funktion von

%, O, dc, s bzw. Kk, o, 0., 00,0,

Gemall der Arbeitsweise des Variationsverfahrens
sind dann diejenigen Werte dieser vier bzw. fiinf
Konstanten zu bestimmen, die den tiefsten Wert fiir
E(R) ergeben. Die sich auf diese Weise ergebenden
Kurven E(R) sind in Abb. 3 aufgezeichnet und in

Abschnitt 8 niher diskutiert.
3 W. Herreer u. F. Lonpon, Z. Phys. 44, 455 [1927].

4 Y. Svcrura, Z. Phys. 45, 484 [1927].
5 S.C. Waxg, Phys. Rev. 31, 579 [1928].
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Kmn :ff lf'm( = %—11 - 5 —’z) Y'n dT] dT2 5

Hmn = Pmn =+ Kmn %

737
Energie, der gesamten kinetischen Energie und der
Normierungsmatrix. Es erweist sich als praktisch,
die potentielle Energie noch in drei Anteile zu unter-

teilen, so dal} folgende Aufstellung zu berechnender
Matrixelemente entsteht:

TB2

(7)

R

2. Die Bedeutung der einzelnen Anteile
der Zustandsfunktion

Die Bedeutung der einzelnen Anteile der Zu-
standsfunktion, also der Anteile v, i, Ye, Ve, We,
1aBt sich in verhéltnisméBig anschaulicher Weise er-
lautern. Die erste der Funktionen, v, , ist die wohl-
bekannte schon 1927/28 von HgerrLer, Loxpox?3,
Sucrura? (mit k=1) und WanG?® (mit k-Variation)
verwendete, aus ls-Funktionen des H-Atoms auf-
gebaute Zustandsfunktion fiir den Grundzustand des
H,-Molekiils. v; ist eine zuerst von WEeINBAUM S mit-
verwendete Funktion, deren beide Summanden
Ionenzustdnde bedeuten. Der erste Summand, vgl.
(2), bedeutet namlich Aufenthalt beider Elektronen
bei Kern A, der zweite Summand Aufenthalt beider
Elektronen bei Kern B. Ihre Bedeutung kann also
dadurch gekennzeichnet werden, dal} sie zu Molekiil-

symbolen

H -H" bzw. H —H
gehoren. vy, ist — ungefdhr — die Zusatzfunktion,
die zuerst von Rosen? verwendet wurde. Rosex
setzte

¥ Rosex PTOP- { (Y0 (1) + fypea(1))
(o (2) +Bye(2))
+ (woa(2) + Bwea(2)) (wos(1) +Bye(1))}

S. Weinsavy, J. Chem. Phys. 1, 593 [1933].
N. Rosex, Phys. Rev. 38, 2099 [1931].
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an. Das bedeutet in der Schreibweise von Abschnitt 1,
dal

Viossx Prop. {0 +2Bye+ Py  (10)
ist. In (9) bedeutet der erste Summand bei positi-
vem (3, dal} sich die zunéchst um den Kern A sym-
metrische ,, Verteilung“ des Elektrons (1) mit ihrem
»Schwerpunkt® etwas in Richtung auf den Kern B
verschiebt und daf} der Verteilungsschwerpunkt des
Elektrons (2) sich etwas von Kern B in Richtung
auf den Kern A verschiebt. Der zweite Summand
von (9) bedeutet dasselbe nach Vertauschung der
Elektronenziffern.

Die letzten beiden Anteile 1. und v, wurden zu-
erst von HirscHrFELDER und Linner® verwendet, die
eine Zustandsfunktion v =+ oy + o e + o Y
untersuchen, also die in der vorliegenden Arbeit
benutzte Zustandsfunktion ohne das y,-Glied.

Die Bedeutung von 1, macht man sich am besten

an Hand von Abb. 2 klar, in der der Kernabstand R
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Abb. 2. Zur Diskussion iiber das Vorzeichen von ac.
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gro3 (gegen 1) sein soll. Wegen des groBen Kern-
abstands tiberwiegt der erste Summand von v, in
allen vier gezeichneten Elektronenlagen den zweiten,
und das Vorzeichen von v, ergibt sich deshalb fiir die
vier Lagen der Reihe nach zu negativ, positiv, positiv,
negativ. Die erste und vierte Lage sind aber die
energetisch giinstigeren, wie man sofort sieht, wenn
man Kern A und Elektron 1, Kern B und Elektron 2
zu Dipolen zusammenfallt und jeden dieser Dipole
unter der Kraftwirkung des anderen betrachtet. Da-
mit sollten die erste und vierte Lage in der Zustands-
funktion des Molekiils anteilmaflig stiarker beteiligt
sein, womit von vornherein zu erwarten ist, daf} der
Koeffizient o, fir grole Kernabstinde negativ sein
muf. Die Bedeutung von a; schlieBllich erkennt man,
wenn man bedenkt, dall das Vorzeichen von
durch das Vorzeichen von cos(¢; —@,) gegeben ist.
Da es energetisch giinstiger ist, wenn sich die beiden
Elektronen, von der Kernverbindungslinie aus ge-
sehen, einander gegeniiber befinden, muf} die Zu-
standsfunktion des Molekiils groBer sein, wenn
cos (¢ — ®,) <0 ist, als wenn dieser cos >0 ist. Da-
mit ist von vornherein fur alle Kernabstiande R der
Koeffizient a, als negativ zu erwarten.

3. Die bei der Berechnung der Energie auftretenden Matrixelemente

Fiir die Auswertung von (5) oder (6) ist die Berechnung der in der Aufstellung (7) enthaltenen 90 Matrix-

elemente notig. Sie sind im folgenden zusammengestellt.

a) Elemente der Normierungsmatrix

Noo =1+ {ft,UOA YoB dt}z
Noi :2fw0A yop dt
Nog = f woa Yop dt f woA yep dt

N

gg

Nis =0

-‘ﬁ—%{/wOA YeB dt}2+%fw0A yop dr fwcA wep dt

Ngc Z_/U’OA Wep dt fl#'cA Wepdr

Noc = {fwoA yep dr }2 Ngs =0

Nos =0 Nee =1+ {_/%A yep dr)
Nii =Noo New =0

Nig =f1,u...\ yep dr N =243 {_/-llf’s‘\ YsB dt}2
Nic =0.

b) Matrixelemente der Wechselwirkungsenergie Kerne—Elektronen

2 [ )
—Voo =2+2 /Wfé'—dr +4 / YOAYIB gy 'fwo.»\ yos d7
J J o

A2 3
—Voi =2 /WA wop dt +2 / '%;L dt/um wop dr +4 /W‘j{m dr

8 J. 0. HirscureLper u. J. W. Lisxer, J. Chem. Phys. 18, 130 [1950].
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A W 11
—Vog= f ”’L‘r;—”i‘ dr+2 f ?‘?é{*’—"‘? dr / oA Yep dT - / YoA YeB <H— + m) dr / Yoa yop dr

1 1
—Voe =2 /’WOA YeB (r.x + 7‘7B) dr/lpu.\ YeB dr
- VOs =0

—Vii = Voo

2 1 1
—Vig =/w0A YeB dr+f -WTOI:— dr/wo.-\ wep dt +f m‘imwc'\dr/w;\ wop dr +/1P0A YeB (;A' + iﬁ) dz

—Vie =2 / 1*—)9%{;@"5 drfwc)A yep dr

—Vis =

3 1 = 1 2 #
~Vee= s T3 L R 2/% dr +/y)97\;3)03 dr/wm wep dt

B
, 1,1
+/%';;*-95dz/wm wop dt +/z,uu.x YeB (“ + ;A) dr/wo.-\ yepdr

1 1 [
—~Vge =/ wigic‘j dr+ /IPOA YeB (* + )dT/WcA wepdr+2 / wc"}fu'CBdT/ oA e dt

rA 7B
—Vgs =0
—Vee=1+2 /%£d1+4/wc—‘\@dr/wn\ e dr
J B 2\
—Ves =0

4B " WA W
= Ves =2+2/ Tk dean / w“'\y‘BdT/wsA ysp dr.
B A

o

¢) Matrixelemente der kinetischen Energie
Koo= —Noo+2+ 2/ ?ﬁ"}ijﬂ dt/wm yop dz
Koi = —Noi + 2/‘#&4 wop dr+2 / wo‘:‘_?{OBdr
Kog= —Nog+ / 20:}:&0}} drv/iwu;\ Wep dr+2 / wo'\r:@ dl/t/’o.-\ wop dr

Koe= —Noc+4 f H0A Y8 3r / Yoa yep dt

B
Kops =0
Kii =K
Kig= —Nig+/ WoA WeB dr+2/wO—ArB@dl
Ki. =0
Kis =0

1 J0A W 3 " PeA YWeB
Keg=—Neg+1+ / 3’%{@“ dr / Wea Wen dT + / ﬂ;\“ dr [ yoa yos de

J

. - 1 [
3 j ¥ O‘gPCBdT / woa WeB AT+ / 1&:1@ " / Yo wep d7

Kge= —Ngc+2/ l@}—w—@ dr /wc.-\ YeB dz+2/ l“"": 1’V“Rdz /W;\ yep dt
B o o g o

Kge =0
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Kee=—Nee+2+4 /‘wm: i/—ch dT/IPcA yep dr
K. =0
K. = —Nss+4+2/ %—A':}—SB dtfu’s;\ yspdr.

d) Matrixelemente der Elektronenwechselwirkung

//w0A2(1) oB* (2)d g +//wox(l) woB (1) - rwox(2) WOB(2)d e
. 12
2//woa - worx(2) 0B (2) g5, 4%,
12

// woa*(1) - w03(2) weB (2) ey s +//um(l) wo (1) - woA(2) ch(Z)d g

Ti2

// oA (1) wu(l) 0B (2) weB(2) i, d12+// oA (1) wep (1) - woB(2) WCAA(%Zdrl dr,
51 Ty

2 !

W05~]fcos wox(l) wba(l)r woB (2) ¥sB(2) s B
-
+//COS(¢1_¢)9)0\(1) wsn () s @) Ysa @) g g

Tis
- =/fM "V‘)A?(—%drl dr, _I_/'/T/JOA(I) 1//03(1);_4)@\(2) }@g@dn dz,
1

Ti2 2

i //wox () - oA (2) weB(2) Az, i, +f/ y{g.y(})lwogg);wolx(2) weA® g0 dr,
1

2

T2

ch_z//wox(l) wcx(l)rwox(2) YeB(2) dr, dr,
12

2

15_2//0%(% )wox(l) wsa (1) - oA (2) wsB(2) %, i,

Tyo
2(1 2 1 1 2 2
ngzg//wox ( )rl:pcB @ 4, L dr,+ //zpn\( ) wea( )r,.sz( ) YeB( )d it
" % / / woa (1) ;,;037(1)’71,{9;\(2) weB (2) ey g / / woa (1) wCB(l)r. wOA(z)"ch (2) dr,dz,
12 “ 12
WgC:f/wOA(l) q)cArl(‘)l) “ PeB*(2) ey +// woa (1) chB(l)r-I:pcA\ (2) yeB (2)7(111 %

Wgs=//cos(q71 )lpox(l) w~x(l)r WeB (2) YsB(2) ds, iz,
12
+//COS (@1 — @) woA (1) wsB (1) - YeB (2) wsa(2) dr, drs

T2
// YeA (l)r WYeB” (2) dT de +// },UCA(].) 'W(‘B(l)’: %\‘(42»)_1/)0? (2l d‘L’l d'(g
12 12

WCS_//COS(% g A1) w~\(l)r121,ch(2) weB(2)d dn
s 2
+//cos((pl_(p )wn(l) wsB (1) weB(2) ¥sa@) g g

T12

W“_//cosg((pl_(p)%a D) s 4 d12+//cos2((pl_%) wsa () wp () - psa @ W@ g gr

Ti2

Im folgenden Abschnitt 4 sind die in den Matrixelementen auftretenden Integrale berechnet worden. Mit den
Bezeichnungen J; bis J,, des Abschnitts 4 ergeben sich die Matrixelemente Ny bis W wie folgt:
a) Nop =1+1J,2 Noe =J5? Nge =J5- U3
N()i :2.’1 Nig :Jz Ncc=1+]32
N()g :]1']2 Nggz%_}_’zl"]go 11113 N =2+%]42
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b) —Voo =2+2J5+47,-J,
—Vo =2J,+271,-J5+47
—Vog =J:+205-Js+711 (Jsg+Jy)
—Voe =2J2(Jg+Jy)
—Vig =Ia+1o-Js+J1 T +1s+ 1y
—Vie =215+1;
itels+2Tio+Ts Jo+d0 T +12(Js+ o)
—Vee =l 4+13(Js+1o) +2 751y
—Vee =142J11p+4J5- 14
—Vss =24+2J10+2 74" J1s

- Vgg

c) Koo=—Noo+2+2J;-Jg
Koi=—Noi+2J,+2J,
Kog=—Nog+J5-Js+27y ]y
Koe=—Noc+47J5" 1y
Kig = —Nig+1:+217,
Kgg= —Ngg+1+3J3-Jo+Jy - Jut+Jo - Jo+31s Jg
Kge=—Nge+2J3 - Jg+2 75 Jyy
Koo=—Negb244J5 Ty
K —Ng+4+2714 15

Il

d) Woo=J1s+7s
Wo =275
Woz=1T16+ 7151
Woe =J1z+1s2
Wos =T+ s

Wis =2 Jag
Weg=3(T1z+Jo1+ T34+ 135)
Wee=1Tss+136

Wes =Jog+ I3z

Wee =Tos+Iss

Wi =Ji9+J3 Wes =Jos+ 739
Wig =J20+ T2z Wss =Tas+Tao
Wic =2 -]28-

4. Die in den Matrixelementen auftretenden
Integrale

.In den im vorigen Abschnitt berechneten Matrix-
elementen treten vierzig Integrale auf, deren Werte im
folgenden angegeben werden. Da in der Literatur noch
keine Einhelligkeit iiber die Bezeichnungen herrscht,
sind sie einfach durchnumeriert worden. Eine Tabelle
am Ende des Abschnitts gibt einen Vergleich mit den
Bezeichnungen anderer Autoren.

Jy =/1,U031,U()Bd1 =8'R<§R"’+R+l)

1
Iz =/W0chBdr =~I;e_R(3R2+R+1)

741
‘)
Iy = [vervadr —er(erer Zp- LR oR-1)
15 15 5
— — =R 2 3 4 2
Jy = [psaypspdr =e l")R B ,)R +2R+2
_ [woa _1 er 1
Ts _,/ B . RS (1+R)

Js =/ YOAYOB g7 —e~R(R+1)

rA
[ WOA WeA _1 —92R 1.1

2 _f—m drﬁR _e (R+2+2RTR_2)
Ts /%;ip(Bd ~R(R®4+R)
L :/&\E}JCBdr —,e R(R2LR)
J1o =/ w}(’t\: dr

B

3 .

—9 2 il 1 1 1
=mtE—e —R<R-+3 R+ +7R+6R2+3Ré)

_[weaweBy o r(lps_lp 1
Ju_/ LB gr e (6R =R 2

]12=/ I’U:‘\- dr
B

3 1 1 1
+e_2R<1+4R+6R2 +3R3')

om [0 ok(LresR )

//woﬁ(h WoB° (Z)d . g

_1 —2.R 1 2 — —_
— e (6R + 2R+ 8+R)

115=.//WA2(1)'1P;)A(2) woB (2) dr, dr,
-

1 51
~R —3R(> 4 ° =
. <R+ +16R) ¢ <8+16R>
2 .
16://7/10:&77(717) _1/123(2) WeB (2) des dr;
12

(et

R? R R

Jo— f / woa) weaD) w8 @) Ye8@ 4. g,

Ty2
2 2R 1
= e = < -

R2+ R+2+2 + )

1 263
4 ~ R3 2 s
B+ gk +120R + R 96

1 1 1
+4R+4_R—2+2R3)
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Jiam //Cos o) 2 wea @) - ywoB(2) ysB(2) s, A

T12

2 25, 121 1 1 1
= e 2R 3 2 ¢ .
B ( B +q R toRt g tiptip +2§3’>

2 . 2 4
J19=//.w£(l) l@\*@ d‘[l d'(:, = ;

£T]

//WOA @- WQL@),%B@)d dr
2

g, & 5 131 131y _../3 391 131

=e (\3R Rt g~ aur 64R2) e K| *64R+617ﬁ)

_ [ [w0a?Q) weB2(2) _38 1 g 1
21—v//"**r12 *dtld'@*’Rsﬂ‘E—e ( R4+ R3+7T(5R2+ R+ +7 6R2+3 )

. 2
://wo;\(l) wcAr(l) YeB*(2) e, 35,
12

9 1 . ., 113 697 ,, 3577 1 1)

= e —a 2 ( “R5 5 R + OR ‘480R +5 R+8T14R+19 8R3+9ﬁ)
Jog— / / o — 1#9:1(,1%@(2) w8 4 dr,

12
9
= 2R 4 3 2
=3¢ ( R+ 5 R+ R+16OR 6+12 ,+18 — +18R3+9 )
2(1). 22

]242// Yea a’ﬁ“ﬁ,(l dr, dzs

893 23809 6411 30731

_54 6 1 —2R( 5 g, 89355 2y 1 1
BT Tr ¢ ik + R + R +840R°+ Gra0 T qa0 R+ qag0 T49 T84 g +114 g

1 1
+108 —; + 54 —) ;
» (1) - we . Rt RS
Ios f/cos( i) wea () wsa (1) - wer (2) wsB(2) a5 diy

T12
M 5, 19 py, 200, 201, 1563 9243
“ R (140R +280R + 5607 T 1205 320 R ’&6*36 7+ RZ 108, 33 +108 34 54 s )
126—//c052 (p1—@ %Av(l)?yq]s @) dz, dz,
-
54 6 2 sz(l L, 13 .. 709 383 1 1 1
_Rs =gt g IR e R e RO R 26R+60 2+1°2§3+1°831+5435)

In den ndchsten drei Formeln treten das Exponentialintegral

und die Konstante y=1,781072 (logy=0,577216) auf
[ // oA (1) wOB(l)r' Y0A (2) Yea(2) dr, dr,
12

:eR(Ei(_4R)_Ei(—2R))(2~% | jgz—)H‘R(ln/R Fi{~2.81) <2+ Z*’z%)

87 28¢ 5 991 28¢
e 7 ‘ 4791 ‘iQi _e—3R 1 5 89 1
16 ~ 64 R 64 Rz,

"8 "64R 64 R2

)
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Joae /"/'lpn.\(l) wea (1) - woa (2) w«n(Z)dTl dr,

T12

R
= %ﬁ (Ei(—4R) —Ei(—2R)) (2 R*—10 R%+ 30 R2— 60 R + 60)
—R
+‘?R3 (InyR—Ei(—2R)) (2 R*+10 R*+30 R2+ 60 R + 60)

e R 103 592 ))ll 20’)- 1313 e 3R [ 3 21 ..91 1313
NP, AR, B i 4 " R2 i — s 4 317" R2
B (16R + 32 R3 + R2 + R— ) ( 16R 32R | R R )

R3
1) wa(l 2) B (2
129://c05(¢1_¢ y Wor () wsal ),le)x( VY8 40 dr,
R
=%3 (Ei(—2 R) —Ei(—4R)) (4 R*—24 R2+ 60 R —60) - (ln yR—Ei(—2R)) (4 R3+24 R2+60 R +60)
CeR( 103 ,. 671, "_021 L1313) e 3R(L o, 35, 99 1313
T’Rﬂ(_'sR*mR_ A 32)‘R(R 16 R 32R“32)

Bei den letzten elf Integralen wird schlielich Gebrauch gemacht von den durch Korani, Amemiva und Sivosk !
tabulierten Funktionen

o0 00

W, (p,q; R) = / ’ A& d&, &P &,1(52 — 1);;1/2(522_ 1)7m/2 e=R(5+5) 00" (E2) Pu™ (£x)
i1

&z = groBerer, &k =kleinerer der beiden Werte &, &,].

0A (1) wop (1 2) wop (2
]30_// oA (1) oB (1) - 02 (2) woB ( )—d iy

Ty

= 2{ Wi9(0,0: R) — 2 W9(0,2; R) +W0(2.2: R) + - W(0.0: R)
1 1 2 2
131://1#0\( ) woB (1 )TI:/JAQ( ) WeB(@) 47 4y =1 ]30
/ / oA () yeB(1) - woB(2) yea(@) 5 %
Tis
- { Wi(0,05 R) — > W2(0,2; R) + W0(2, 25 R) + 1= W50(0, 05 R)
“75W1°(1,1;R)+ 5W1°(1,3;R)— §W1‘(3,3;R) 17~Wa (1,1; R)f
Ius :ffcos(%_%)wo.-\(l) ’l//sB(l)r‘ Yo0B(2) ¥sA ) 4 g
12
B 0,05 R) — 2W1(0,2: R) +W,1(2,2; R) + o W41(0 O-R)}
24125tV 5 LA R 525 & v
¥ :// woa (1) w()B(l)r' weA@ WeB Q@) 4 g
12
R7

— S a7 0.0:R) — [IW00.2; Ry + g We(0.4: B + Wi (2. 2: R

—%-W0°(2,4;R)+%Wgo(o,o;R) B W0(0,2; R) + 511@0(0,4;1{)}

Jss =// oA (1) ch(l)r'leA@) weB(2) s,

2

:377{-1711/.,0(0,0;1{) 2We(0.2: R) +W9(2,2; R) + 4z Wa(0, 05 R)

+95W1 (1,1; R) — W1°(1 3;R) + 3 lpos, 3R + 2 woa,1; R)I

17"
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//w\(l) weB (1) ~pea(2) 1,0(8(9)(1 e = J
o 34
1

2

== dr dTQ'—’ .]33

13,:/ [eos (@~ 2D PR D) ¥R @) Yer )

"12

Jyae //wcA(l) w(-B(l)r'wc.-x(Z) weB (2) A, i
oJ 1

2

R (1
= 32{§ WOO(Os 0; R) —

4 2 36 4
5 W0 (0,2;5 R) + g Wo*(0,45 R) + - Wo"(2,2; R) — [ W*(2,4; R)

+;W (4,43 R) + ; W2°(0 0; R)—TO_W"(O 2; R) + )IV2°(0,4;R)
] LG 16 0 i 0 . : 64 0 X
+ s e (2, 25 R) — T W0(2,45 R) + = W0 (4, 4 R) + (s W, (2,2,R)}
Is9= f / cos ( ) Pea(d) - wsB(Dr; WeB(2) ¥ea@) g g,
"
__] R{l 1,1; R W‘]?)'R 1W133-R 4 W.(1.1: R
_4 16049 ( ) 21 2(’ 2 )+§ 2(7 ’ )+2205 4(v ’ )}

Tio ://cosg(% _gpg) YA %B(l)r;:/)i(z) WsB (2) dey

== [3600 {

136 W,0(2,2; R)

+ 35280
+36W,0(2,2; R)
1
11025
B |
T 141120

+

{W,2(0,0;R) —14W,2(0,2; R) +49W,2(2,2: R)} +

Wy0(0,0; R) —12W,°(0,2;: R) +10 W,°(0,4: R)
—60W,°(2,4; R) +25W°(4,4; R)}
{W,00,0; R) +12W,°(0,2; R) —14W,2(0,4; R)
—84W,0(2,4; R) +49W,(4,4: R)}
{W00,0;R) —2W,92,0;R) + W,°(2,2; R) }

1

P 2 o
1587600 W4(0,0; R) ]

In Tab.1 wird angegeben, unter welchen Bezeichnungen diese 40 Integrale bei Rosex?, Hirscurerper und

Linner ® und Kopineck ? auftreten.

5. Zahlentafeln fiir die Matrixelemente
und einige Integrale

Fir die weitere Auswertung erschien es prakti-
scher, nur die komplizierteren Integrale /,; bis /4
numerisch auszuwerten, die anderen dagegen erst in
ihrer analytischen Gestalt in die Beziehung fir die
Matrixelemente der potentiellen, der kinetischen
Energie und der Normierungsmatrix einzusetzen. So
ergab sich z. B. fir das 00-Element der potentiellen

Energie
i ; \
P00=2+€ ( R+ R+ R )—130.

(11)

8

Nachdem die Formeln fiir die Matrixelemente
Nyins Kyn s Prun in der Gestalt von (11) aufgeschrie-
ben waren, wurden sie numerisch fiir die Kern-

9 H. J. Koriseck, Z. Naturforschg. 5a, 420 [1950]; 6a, 177
[1951]; 7a, 785 [1952].

abstainde R=1; 1,25; 1,5; 1,75; 2; 2,25 und 2,5
bestimmt. Gemaf} diesem Programm entstanden die

Tabellen 2 und 3.

6. Die E(R)-Kurve im Fall k=1

Wenn keine Abschirmkonstante in die Eigenfunk-
tion (1) eingebaut wird — was so viel heifit, daf3
kin (4) und (6) gleich 1 gesetzt wird —, so enthélt
die Eigenfunktion (1) mit ay=1 vier variierbare,
linear auftretende Konstanten, namlich o;, a,, a
und o,. Die giinstigsten Werte fiir diese Parameter
und die Energie sind demnach bestimmt durch

:Z am an Hmn (R)

E(R)=" ri .

( ) Zlam an Nmn (R)

mn

Hmn:Pmn+Kmn "

| (12)
8E _q 9E _g BE _g

~ - J
Qaj Jag Sac Sae
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HirscHFELDER, ; | | HIRsCHFELDER,
Rosex Lix \ Korixeck Rosex | KoriNeck
INNET l | Lixxer 1
J1 A Ino - I Ay, - -
Jg Aaz Ieo - J22 ‘429 - -
Js Ags —Iee (}'gi- o Sss J g - - | -
Jy - V2 Iss 28;, Jay Agy Kee, ce { 2 Cyp00
Js Ayo Go - Js - —Kes, es(vel. 10,11)i 4C. 000
Je A:u Jo - J26 - Kss, ss (vel. ) 4(C.7,1.1:t+c,1:1.1'.1>
J7 Aza Geo S J27 - | - -
Js Asg Jeo = Jog = —L(ap,ac,ap, be) —
(vgl.10) |
Jy Ags Jeo = oy = L(ao, as, ap, bs) | -
J10 Ay, G 2K, (vgl.12) J 30 Agg Loo, 00 -
Ju Ag; —Je (vgl. 19 27, 3 Agy - ‘ -
J1s - Gs 4K, s JatJg=A4  —Loc,oc (vel. 10)’ =
Ji3 - V2 Ts/ Viss 471,, I - Los, 0s -
J1a Ay | Ko0,00 - I3 Ay - -
J1s - L(ag, ap, a0, bo) = Jis | Jat =4y = -
J1e Ay | - = J 36 Ay, - ‘ -
Jiz Ay - —Koc,0c (vgl. 1) - I3z - == ‘ -
J1s - | Kos, 0s - J3s | Ay Lee, ce 5 2 4,560
T _ | _ [ — Iy = —Lcs, 05 (vgl. 19 440
J20 - e = J40 | - Lss.ss 4(AJJJJ+AJ:.':1'J')|
Tab. 1. Vergleich der Integralbezeichnungen verschiedener Autoren.

R 1 1,25 1,5 1,75 2 2,25 2,5
Jgq 0,03834 0,04129 0,04188 0,04068 0,03822 0,03500 0,03138
Jag —0,04060 —0,02781 —0,01560 —0,00478 +0,00424 +0,01130 -+0,01647
Ja 0,12230 0,11153 0,10014 0,08871 0,07765 0,06726 0,05772
I 0,43665 0,36479 0,29684 0,23612 0,18416 0,14119 0,10662
Ja 0,21833 0,22798 0,22263 0,20660 0,18416 0,15883 0,13328
J s 0,04626 0,08474 0,11496 0,13483 | 0,14431 0,14473 0,13812
Jss 0,11118 0,09638 0,08153 0,06748 | 0,05476 0,04366 0,03427
I —0,24181 —0,16993 —0,10544 —0,05224 —0,01169 +0,01673 +0,03464
Jas 0,17207 0.20026 0,21898 0,22672 0,22400 0,21265 0,19508
Jag —0,12090 —0,10621 —0,07908 —0,04571 —0,01169 -+0,01882 -+0,04330
Iy 0,05559 0,06024 0,06115 0,05904 0,05476 0,04912 0,04284
Jss 0,20331 0,14199 0,09357 0,06109 0,04399 0,03937 0,04327
Jagp —0,00860 -+0,00414 +0,01554 -+0,02469 +0,03116 +0,03493 +0,03629
Y 0,66544 0,59278 0,51688 0,44184 0,37095 0,30628 0,24906

Tab. 2. Integrale J,; bis J, .
Aus (12) ergibt sich bekanntlich das System von aus dem die Sikulargleichung
Gleid‘ungen det | Hyp—E Ny ] =0 (14)

Sy (Hyn— E Nyu) =0, (13)

10 Ein Minus-Zeichen tritt auf, weil ¥J5 bei HirscureLper und
Lixyer dem Wert 7—9p in dieser Arbeit entspricht.
11 Mit Abweichungen.

folgt. Die Losung dieser Gl. (14) wére aber ein
sehr umstdndliches Verfahren gewesen. Deshalb

12 Beim Eingehen in die Zahlentafeln von Koriveck ist
aKop. = R und der Faktor vor den Zeilen bei Koriveck =
1(DRy) zu setzen.
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R 1 1,25 1.5 1,75 2 2,25 2,5
— Poo 3,25692 3,15939 2,98103 2,79001 2,61537 2,46775 2,34879
Koo 1,52630 1,39329 1.28316 1,19690 1,13228 1,08570 1,05330
Noo 1,73683 1,63021 1,52588 1,42938 1,34393 " 1,27083 1,21005
— Poi 3,18104 3.01817 2,75056 2,44934 2.14863 1,86500 1,60597
Koi 1,47152 1,28927 1.11565 0,95576 0,81201 0,68509 0,57459
Noi 1,71677 1,58771 1,45035 1,31054 1,17291 1,04082 0,91662
— Pog 0,78071 0.83194 0,81046 0,74268 0,65048 0,54999 0,45199
Kog 0,36841 0,35242 0,31350 0.26362 0,21165 0,16327 0.12148
Nog 0,36841 0,39389 0,39441 0,37571 0,34393 0,30468 0,26256
— Poc 0,44382 0,54849 0,61694 0,64493 0,63611 0,59859 0,54173
Koc 0,23684 0,28690 0,31097 0,31058 0,29101 0,25888 0,22043
Noc 0,18421 0,24618 0,29581 0,32875 0,34393 0,34276 0,32820
— Pos —0,23509 —0,21017 —0,18457 —0,15969 —0,13648 —0,11551 —0,09705
— Pii 3,18644 3,05753 2,84637 2,62261 2,41635 2,23886 2,09218

ii 1,52630 1,39329 1,28316 1,19690 1,13228 1,08570 1,05330
Nii 1,73683 1,63021 1,52588 1,42938 1,34393 1,27083 1,21005
— Pig 0,87294 0,99965 1,06369 1,08095 1,06454 1,02472 0,96932
Kig 0,49051 0,53720 0,55783 0,55752 0.54134 0,51382 0,47883
Nig 0,42919 0,49616 0,54388 0.57336 0.58645 0,58546 0,57288
— Pie 0,24256 0,24228 0,22882 0,20325 0.17196 0,13927 0,10822
—Pis —0,24461 —0,22305 —0,20028 —0,17742 —0,15529 —0,13451 —0,11545
— Pgg 0,46225 0,65293 0,80939 0,92261 0.99311 1,02698 1,03266
Kgg 0,40038 0,50734 0,58462 0,63161 0.65263 0,65414 0,64279
Ngg 0,27682 0,37980 0,47295 0,54921 0,60582 0,64299 0,66292
— Pgc —0,19447 —0,20386 —0.16393 —0,09669 —0,02138 +0,04819 -+0,10393

g —0,30826 —0,25245 —0,17359 —0,09044 —0,01628 +0,04156 -+0,08082
Nge —0,31578 —0,30411 —0,26243 —0,20153 —0,13228 —0,06388 —0,00294
— Pgs —0,09160 —0,10086 —0,10438 —0,10310 —0,09816 —0,09074 —0,08188
—Pee | 0.88114 1,04679 1,09318 1,09613 1,09036 1,08931 1,09543
Kee 1,36089 1,18590 1,06325 0,99416 0,96947 0,97552 0,99853
Nee 1,54134 1,37568 1,23283 1,12354 1,05088 1,01190 1,00003
— Ps +0,03393 +0,01402 —0,00448 —0,02020 —0,03221 —0,04050 —0,04528
— Py 1,81939 2,30752 2,51265 2,56902 2,54754 2,48851 2,41517
Kss 3,46884 3,25140 3,03775 2,83973 2,66441 2,51492 2,39143
Nss 3,64688 3,48266 3,30847 3,13353 2,96527 2,80904 2,66820

Tab. 3. Matrixelemente Pyn, Kmn, Nmn -

[EEE——
l"’ﬂvll'\‘.«’_‘
S

(11

R pW=y, p@=y,+ai® p; p@=ypo+ai® pit+ag® g PO =yp+ai® pi+ag® ywg+ac® we+as® s

—FE

0,9964
1,0834
1,1127
1,1145
1,1036

ai(®

—0,015
0,080
0,135
0,165
0,178

-
0,9964
1,0838
11144
1,1179
1,1084

ai‘.’n

—0,374
—0,200
—0.070
0,018
0.071

ag(®

0,276
0,244
0,205
0,171
0,143

Zustandsfunktionstyp

1)

—E ai”" ag!
1,0072 —0.330 0,361
10912 (—0.166) (0.292)
L1197 —0,047 0,228
11217 (0.030) (0.179)
1,1113 0,071 0,149

:Z(-H‘ as(4)
0470  —0,035
(0,035) (—0,042;)
0,023 —0,047
(0,010) (—0,048;)
0,004 —0,047

=k

1,0162
(1,0986)
1,1258
(1,1269)
1.1160

Tab. 4. Energie-

und Parameterwerte fiir Zustandsfunktionen ohne k-Variation.
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WEITERE

Zustands- i Parameter

funktions- R
typ o og de
) 1,64 — — —
p® 1,67 0,157 — —
w®) 1,65 —0,013 0,184 —
w®) 1,63 —0,002 0,202 0,016

Expe-
riment!® 1,40 — — —

| Bindungsenergie in

. DR go | =
® T LT Ml

‘ -
- 016 3,15 72,5
— | ong | 323 4,4
— " 0,123 3,34 77,0

—0,048 | 0,128 I 3,49 80,5

|

— ‘ 0,1743 4,74 109,3

Tab. 5. Kernabstand und Parameter fiir das Minimum der Energie fiir Zustandsfunktionen ohne k-Variation.

wurde vorgezogen, die giinstigsten Parameterwerte
durch allméhliches Einschachteln zu finden. Dazu er-

wies sich als ginstig, die Eigenfunktion (1) sukzes-

siv aufzubauen, also zunichst vy, dann y,+ o; vy,
dann g+ a; i + ag 3, usw. zu behandeln. Denn die
vorher gefundenen Parameterwerte geben im allge-

G99 i
7 0, 0
\ £° eV
-701 -
R 0,07 0272
R \\\\ 002 0,544
R .‘\.\'\'\ 003 0816
ha \\\\' )04 1088
4 .\‘\"\\ Q05 1360
ALY
-106 5 \ iy
-107 \,\\%\ v 150
-108 \\'\\\‘ -
_7'09\ \ \ 009 2448
' \wZUy
-110 \\\ t\\"\ o i
N Y A
K ) \( = Ao 2992
‘ {;))(A X A g
NN
R > | ——— T z 072 3264
\\\ ZUl//() '\_\“-_./’././
i 073 3536
75;
AN\
[, T \ 6) / 0,7[,, 3,808
zuy
i \7—(;) Wl 075 4080
\ "
-116; \ Uy —_—
B 017 4624
e — 018 4896
! 125 15 175 2 A

R —

Abb. 3. Gesamtenergie und Bindungsenergie in Abhingigkeit
vom Kernabstand R fiir die Zustandsfunktionen 1 (1) bis 1/(®).

13
14

15

meinen einen ungefdhren Hinweis dafiir, in
welcher Gegend die giinstigsten Parameter-
werte der nédchsten Funktion liegen. Auf diese
Weise entstand Tab. 4.

In dieser Tabelle sind die Kernabstinde R
in Bourschen Radien, die Energien in Doppel-
Rydberg angegeben. Die Energiewerte geben
die Gesamtenergie des Hy-Molekiils; die Bin-
dungsenergie der beiden H-Atome zum Mole-
kiil ist um 1 Doppel-Rydberg kleiner. Die
eingeklammerten Werte bei vy® wurden
durch ein Interpolationsverfahren bestimmt,
und zwar wurde zwischen den Werten von

'\

12 &\
-
zu W(5) Xyﬁ)und Wlﬁ)

1

1 125 75 175 2

R —=—

Abb. 4. Die ,,Abschirmkonstante” % in Abhingigkeit
vom Kernabstand R.

Umgerechnet mit 1 Doppel-Rydberg = 27,2 eV.
Umgerechnet mit 1 Doppel-Rydberg = 627 kcal/Mol.
Vgl. Abschnitt 8.
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04
S (4)
S &y
<
= - [oa (6)
- % |

02

01 aL(,’)

-o1 %)

Y 3

-03
/

-04
a7 125 75 175 2

Lo .

Abb. 5. Die Parameter aj und ag in Abhédngigkeit vom
Kernabstand R.

oW — 0,3, 0, —a,3 q,® o an den Stellen
R=1; 1,5 und 2 mit Hilfe einer quadratischen
Funktion von R interpoliert. Zeichnerische Darstel-
lungen des Verlaufs der Energie und der Parameter
geben die Abb. 3 bis 6. Tab. 5 enthilt schlieBlich
den Kernabstand R fiir das Minimum der Energie,
die zugehorigen Energiewerte und Parameter.

Die Ergebnisse sind also recht schlecht, und das
entspricht genau dem, was man seit den Rechnungen
von HerrLer, Loxpon 3 und Sucrura? (mit der Zu-
standsfunktion ™) und Wanc ® (gleiche Zustands-
funktion mit k-Variation) weill: Erst der Einbau

Q06 i

|
qoz,\

002 \ f
oc\“é"\
N

002

_004\

\ u(/,)

oy 725 75 5 2

Jo -

Abb. 6. Die Parameter ac und as in Abhdngigkeit vom
Kernabstand R.

7. Die E(R)-Kurve bei variierter
Abschirmungskonstante

Wenn die Abschirmungskonstante k1 in den
Zustandsfunktionen auftritt, ergibt sich die Energie
zu (6). Die Matrixelemente P,,,, K,,, und N,,, sind
demnach bei den Argumentwerten k£ R zu benutzen.
Wenn man also langwierige Interpolationen in Tab. 3
vermeiden will, kann man bei festem R nur die Werte

1 1 1 3

k:...1—4R, 1, 1+4R’ 1+2R’ 1+4R""

einer variierbaren Abschirmungskonstanten £ fiihrt
10 gy e kR—..R—-', R R+' R+ ! R:3.
zu leidlicher Uberemstlmmung mit der Erfahrung. 4 4 P) 4
Zustandsfunktions
R ‘ w@ =y, WO =y, +ai® y; w()=yy+ai(® wit+ag®
? k) ~& k(®) ai(®) g | k) ai(®
1 1,288 1,0887 1,310 0,245 1,0941 1,302 0,105
1,25 1,208 1,1335 \ 1,238 0,264 1,1413 1,232 0,137
1,5 1,147 1,1380 1,180 0,264 1,1472 1,175 0,150
1,75 1,098 1,1260 1,133 0,252 1,1358 1,129 0,155
2 1,062 1,1080 1,095 0,234 11177 1,093 0,154

Tab. 7. Energie- und Parameterw
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R k kR o o os —KE
1 1 1 —0,3304 0,3610 0,0467 —0,0348 1,01618
1 1,26 1,25 0,0735 0,1725 0,0339 —0,0504 1,10091
1 1,5 1,5 0,3482 0,0427 0,0235 —0,0588 1,06604
1 1,302 1,302 0,132 0,141 0,032 —0,053 1,1036

Tab. 6. Ein Beispiel zur Bestimmung der Abschirmkonstanten k.

benutzen. Dabei ergab sich der tiefste Energiewert
jeweils fiir £=1+1/4 R. Deshalb wurde folgendes
Verfahren gewahlt: Die Energie und die Parameter-
werte wurden fir

1
D

1

2R
bestimmt und dann durch Interpolation mit einer
quadratischen Funktion von £ die giinstigsten Werte
fir die Energie und die Parameter bestimmt. An
einem Beispiel sei das Verfahren erlautert. Fiir die
Zustandsfunktion v, + a; y; + ag g + A Yo + A5 s €I-
gaben sich an der Stelle R=1 die 2. bis 4. Zeile der
Tab. 6, durch Interpolation die 5. Zeile dieser Ta-
belle.

Auf diese Weise entstanden die Werte der Tab. 7,
in der genau wie in Tab. 4 die Kernabstinde in
Bourschen Radien, die Energiewerte in Doppel-
Rydberg angegeben sind und die eingeklammerten
Zahlen ebenso entstanden sind wie die eingeklam-

Aus dieser Tabelle werden in der folgenden die
Werte der Bindungsenergie fiir 4® entnommen und
mit experimentellen Werten 16 verglichen (Tab. 8).

Bindungsenergie fiir 3(8) Experiment
e
y | e Mol y | © Mol
1 0,1036 | 2,82 65,0 | 0,124(2)| 3,38 77,9
1,25 | 0,1504 | 4,09 | 94,3 | 0,167(0)] 4,54 | 10,47
1,5 | 0,1557 ; 4,24 97,6 | 0,172(8)| 4,70 | 108,3
1,75 0,1435 | 3,90 90,0 | 0,159(6)| 4,34 | 100,1
2 0,1245 | 3,39 78,1  0,140(7)| 3,83 88,2

Tab. 8. Vergleich der experimentellen Ergebnisse mit den
fiir 1(®) erhaltenen theoretischen Werten.

In Tab.9 sind schliefilich der Kernabstand fiir das
Minimum der Energie, die zugehorigen Energiewerte
und Parameter zum Vergleich mit den experimentel-
len Werten zusammengestellt.

16 Entnommen aus der durch (15) (Abschn. 8) bestimmten

merten Zahlen in Tab. 4. Kurve.
Zustands- Parameter Bindungsenergie
funktions- ‘ ‘ ‘ ‘ kcal 14
‘ | . .
typ | R | k o og oe as DRy eV 13 Mol
w0 1.41 1,167 | — - - == 0,139 3,79 87,3
w(®) 1,43 1,196 0,265 | — — — 0,148 4,09 92,9
w 1,43 1,190 0,147 0,126 — — 0,150 4,09 94,2
w(®) 1,42 1,192 0,165 0,138 0,019 —0,053 0,157 4,26, 98,3
Exp.15 1,40 — — — - ! — 0,1743 4,74 109,3

Tab. 9. Kernabstand und Parameter fiir das Minimum der Energie fiir Zustandsfunktionen mit k-Variationen.

t k-Variation)

W@ =po+ai®) pwi+ag® pg+ac® we+as® ps

ag() —E 1 k® ai(®) ag(®) ac(® ac(®

0,115 1,0954 ‘ 1,302 0,132 0,141 0,32 —0,053 1,1036
0,123 1,1432 (1,232) (0,158) (0,140) (0,024) (—0,053,) (1,1504)
0,126 11494 | 1175 0,165 0,137 0,016 —0,053 1,1557
0,124 L1381 (1,129) (0,163;) (0,132) (0,007) (—0,051) (1,1435)
0,117 1,1199 | 1,092 0,155 0,124 —0,002 —0,048 1,1245

Zustandsfunktionen mit k-Variation.
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8. Diskussion der Ergebnisse

Diese Diskussion soll an Hand der Tab.8 und
einiger zeichnerischer Darstellungen erfolgen. Abb. 3
zeigt die E(R)-Kurven fiir Kernabstdnde zwischen
1 und 2 Bonrschen Radien fiir die 8 Zustandsfunk-
tionen () bis v® zusammen mit einer ,,experimen-
tellen“ Kurve. Fiir letztere wurde die Dissoziations-
energie von 0,1646 Doppel-Rydberg!” und die aus
der Analyse des Rotationsschwingungsspektrums
stammenden Angaben von RypBerc!® verwendet.
Die mit ,,Exp.“ gekennzeichnete Kurve ist also eine

durch die Werte

R 1,011 1,087 1,228 1,40* 1,672 1,937 (15)
—E(R) 1,1277 1,1456 1,1646 1,1743* 1,1646 1,1456

gezeichnete Kurve (* Kurvenminimum).

Beim Vergleich der Kurven erkennt man, dal
auch fiir die beste, also die grofite Zahl variierbarer
Parameter besitzende Funktion y® der Fehler ge-
geniiber der experimentellen Kurve noch betrachtlich
ist. Der Einbau der Parameter a;, a,, a., a5 verrin-
gert den Abstand der Wanc-Kurve (Eigenfunktion
®)) von der experimentellen Kurve nur ungefihr
auf die Halfte. Tab. 8 zeigt, dal der Fehler der
Bindungsenergie immer noch 17, 10, 10, 10, 11%
fir R=1, 1,25, 1,5, 1,75, 2 betragt. Urspriinglich
bestand die Vermutung, daB} sich eine maximale
Bindungsenergie von ungefihr 4,35eV ergeben
wiirde, weil von HirscareLDER und Linner 8 fiir ihre
Zustandsfunktion

YHL =Y + % YWi+ % Ye + A5 Y5

eine grofite Bindungsenergie von 4,25 eV angegeben
worden war. Fiir eine solche Funktion wurden die

Yo+ oY=

+ (wou (2) + a0 (2)) (wos (1) *“’“““”}'li

B. KOCKEL

Werte nur fiir R =1,5 neu bestimmt zu
k=1,19; ,=0,25; a,=0,014; a,= —0,055;
—E=1,1532 DRy,

woraus gemaf} dem Verlauf der anderen E (R)-Kurven
fiir die Zustandsfunktion vy, eine groBte Bindungs-
energie von 0,154 DRy =4,195 eV = 96,7 kcal/Mol
geschitzt wurde. Die Ursache fiir diese Diskrepanz
von 4,195 gegen 4,25 eV liegt in verschiedenen Wer-
ten fiir das Element Ny, der Normierungsmatrix.
Von der obengenannten Vermutung blieb also nur
richtig, dal der Einbau der Funktion v, in der Tat
eine Verbesserung der Bindungsenergie von 0,07 eV
bringt.

Der Kernabstand fiir das Energieminimum ergab
sich fiir die Funktionen y®) bis y® zu 1,41 bis
1,43, so daB} wenigstens fiir diesen Wert gute Uber-
einstimmung mit der Erfahrung besteht.

Der Verlauf des Parameters k ist in Abb. 4 ge-
zeichnet. In allen Fallen findet man einen allméahli-
chen Abfall. Von fritheren Arbeiten iiber das H,-
Molekiil ist bekannt, dal % in der Gegend von R =3
unter 1 absinkt. In der Nahe dieses R-Wertes sind
also Beriihrungspunkte zu erwarten zwischen den
E(R)-Kurven, die zu v und v»®), »® und y®,
w® und @, p® und p® gehoren.

Das Verhalten der Parameter o; und o, (Abb. 5)
soll von vornherein nur fiir die besseren Zustands-
funktionen % ®) bis w®) untersucht werden. Bei Be-

trachten der Tab. 7 fillt sofort auf, daBl bis auf

wenige Prozent Fehler eine Gleichung
ai(s) — ai(7) + ag(7)

besteht. Der Grund hierfiir liegt darin, dall beide
Parameter in einer Beziehung qualitativ die gleiche

Bedeutung haben. Schreibt man namlich

V12{(wm1) +ayom (1) (von(2) +ayoa(2))

1 1 1
Vo s V=~ Hunn (1) + g zeyea (1)) von () +3 2 ven (2))

1 1
+ (l,uo_,\ (2) + éag wcA(2)><y'OB(l) +§:zg y‘cB(l))— Korrektur prop. ag2} ,

so zeigen die unterstrichenen Terme, dafl sowohl der
Einbau von v; wie der von 1, eine Verschiebung
des ,,Verteilungsschwerpunkts® jedes Elektrons in

17 LaNporT-BGRNSTEIN
niveaus, vgl. (15)].

[Energie des tiefsten Schwingungs-

Richtung auf den anderen Kern bedeutet. Beim Ein-
bau beider Zusatzfunktionen v; und v in die Zu-
standsfunktion, also beim Ubergang von w® zu (@),

18 R. RypserG, Z. Phys. 73, 376 [1932].
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Lage ; festgelegt durch ! R=1 } 1,25 ' 1.5 1,75 2

1 ra1=0, rg2=0 1 1 1 1 1

2 ra1=0, ras=0 0,400 0,323 0,257 0,201 0,154

3 ra1=ra2=rpi1=rg2=% R 0,335 0,237 0,166 0,114 0,076

4 rar=ras=rp1=rp2=R/V2, 1 —@>=0 0,110 | 0,065 0,036 0,020 | 0,011

5 ra1=ra2=rp1=rp2=R/ V2, @1 —ps=7 0,118 | 0,072 0,041 0,024 i 0,014

| |

Tab. 10. Relative Werte von 2 fiir (®)

teilen sich gewissermaflen die beiden Parameter o
und a, in die Aufgabe, diese Verschiebung der Elek-
tronenschwerpunkte durchzufiihren.

Uber die Parameter o, und ag ist schon in
Abschnitt 2 einiges gesagt worden. Die dortigen
Aussagen, dafl a5 sich immer negativ ergeben und
daB} a, fiir groe R negativ sein muB, bestatigt der
Verlauf von a, und a, in Tab. 4 und 7 und Abb. 6.

Zum Schlu} soll die Bedeutung der Zustands-
funktion w®) zunichst veranschaulicht werden, in-
dem die relative Wahrscheinlichkeit von fiinf Elek-
tronenlagen fiir die Kernabstinde 1, 1,25, 1,5,
1,75, 2 aufgeschrieben wird. Das heifit, es soll
(yw®)2 fiir fiinf Punkte des 6-dimensionalen Kon-
figurationsraumes angegeben werden. Als diese fiinf
Lagen wurden gewihlt: Beide Elektronen genau am
Ort verschiedener Kerne (Lage 1), genau am Ort
desselben Kerns (Lage 2), beide Elektronen in der
Mitte der Kernverbindungslinie (Lage 3), beide
Elektronen am gleichen Ort in der Mittelebene zu
den Kernen und um R/}/2 von den Kernen entfernt
(Lage 4), beide Elektronen in der Mittelebene zu
den Kernen, um R/V?r von den Kernen und um R
voneinander entfernt. Da nur relative Werte angege-
ben werden sollen, wurde (y®)2 fiir die Lage 1
gleich 1 gesetzt und der in der Zustandsfunktion
freie Faktor durch diese Angabe fiir alle Lagen fest-
gelegt.

Wie zu erwarten war, ergibt sich, daf} die Lagen
2 bis 5 um so unwahrscheinlicher werden, je grofler
der Abstand ist. Der Unterschied zwischen den Wer-
ten fiir die Lagen 4 und 5 ist natiirlich durch den
Anteil v der Zustandsfunktion bedingt. Die An-
gaben zur Lage 2 kann man als Ma@ fiir den Ionen-
anteil j der Zustandsfunktion ansehen; besser ist es,
ihn so zu definieren, daf er sich bei gleichem Wert
von y? fiir die Lagen 1 und 2 zu 0,5 ergibt. Das
leistet
w* (Lage 2)

1= y?(Lage 1) +y? (Lage 2)

fiir fiinf verschiedene Elektronenlagen.

wobei sich der Reihe nach die Ionenanteile 0,286;
0,244; 0,205; 0,167; 0,133 fiir die Abstande R=1
bis R=2 ergeben.

Abb. 7 gibt schliefilich fiir die Zustandsfunktion
(® einen zweidimensionalen Schnitt durch den Kon-
figurationsraum 1, 1,, indem sie die Werte von
w® (1y,1,) fiir die Lage beider Elektronen auf der
Kernverbindungslinie angibt. Dabei ist in dieser
Abbildung so normiert worden, dafl »® fiir die
beiden wahrscheinlichsten Lagen (Elektronen am
Ort verschiedener Kerne) gleich 10 gesetzt ist. Bei
einer Abbildung dieser Art ist der Einflul der An-
teile Y, s, . in der Zustandsfunktion geringfiigig.
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Abb. 7. yp(8)-Werte bei Lage beider Elektronen auf der
Kernverbindungslinie.

Der Anteil vy; fithrt zu den Nebenmaxima, die zur
Lage beider Elektronen (genau) am Ort desselben
Kerns gehoren. Bei Wegfall des Ionenanteils v én-
dert sich die Abbildung qualitativ!®. Die Neben-
maxima fallen fori und das an der Stelle
TA1=Ta2=TB1=TB2=3R

lokalisierte Minimum verwandelt sich in ein Minimum
langs der ganzen Strecke ryy+7rpe=R, ras+rpg2=R
(Hauptdiagonale im mittleren Quadrat der Abbil-
dung).

19 Vgl. Abb. 4 in B. Kocker, Z. Phys. (6) 15, 64 [1954].



